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Feszültségi állapot
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Témakörök

 Térfogati és felületi erők, feszültségtenzor

 Feszültségtenzor főértékei és főirányai

 Deviátoros feszültség

 Egyensúlyi és mozgásegyenletek 
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A testre ható erők

3

A testre ható erőket felületre és térfogatra ható erők csoportjába sorolhatjuk.
Ezeket a felületre vagy térfogatra ható fajlagos erőkkel (erősűrűség) 
jellemezhetjük.
Az erők hatására a test elmozdulhat és alakváltozást szenvedhet.

𝑑𝒕 =
1

𝜚
lim

→

𝒈

Δ𝑉

𝒈 – a Δ𝑉 térfogatra ható erő
𝜚 – a test sűrűsége
𝑑𝒕 – fajlagos térfogati erő 

𝝆 – fajlagos felületi erő 
az Δ𝑎 felületen

𝑑𝒇 – fajlagos felületi erő 

𝑑𝒇 = lim
→

𝝆

Δ𝑎

Mennyire fontosak a gyorsulásból, gravitációból 
származó erők az alakítástechnika szempontjából? 

Az azonosító és a 
vonatkoztatási KR azonos 
kezdőpontú és orientációjú.

e2, E2 x2, X2

x3, X3

𝒈

𝛒

Δ𝑉

Δ𝑎

O
e1, E1

e3, E3

x1, X1

𝒂 pl. szerszám 
gyorsulás

4

Tömbsín síkbeli 
kihajlása.

1-es villamos, 2014. május 23.

Ha egy 20 °C hőmérsékletű, zömök acélrudat satuba fogunk, 
majd 120 °C-ra felmelegítünk és feltételezzük, hogy a satu nem 
melegszik fel, akkor a gátolt hőtágulásból adódó feszültség:

𝜎∆ = 𝐸 𝛼 ∆𝑇 = 2,1 10 1,2 10 100 = 252 𝑀𝑃𝑎

A feszültség hatása
Sínkilökődés (hőtágulás)
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Alakváltozás

5

A merev testet az jellemzi, hogy 
pontjainak relatív távolsága a terhek 
hatására is változatlan marad. A merev 
testek csak merevtestszerű elmozdulást 
végeznek, amely egy eltolódás- és egy 
elfordulásvektorral jellemezhető.

eltolódás

1.

x

y

eltolódás

1.

x

y
A szilárd testek a külső terhek hatására 
alakváltozásokat szenvednek, melyek 
következtében mind pontjaik relatív 
távolsága, mind az irányok relatív szöge 
megváltozik. Ezzel egyidejűleg a test még 
merevtestszerű elmozdulást is végez.
A szilárd testek a merevtestszerű 
eltolódáson és elforduláson túl 
alakváltozásokat is szenvednek.    
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Szakító diagram
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𝑅 =
𝐹

𝑆
=

𝑓

𝑎

 𝜎  

 𝑅

𝜑 𝜑

rugalmas 
szakasz

egyenletes 
alakváltozás

𝜑

𝜀 é ö𝜀 é ö 𝜀 é ö

kontrakció

𝜎 =
𝐹

𝑆
=

𝑓

𝑎

A legnagyobb szakítóerőhöz 
(m pont) tartozó feszültség 
értékek:

Mérnöki rendszerben    

Valódi rendszerben    

𝐹 - maximális szakítóerő
𝑆 - kezdeti keresztmetszet
𝑆 - aktuális keresztmetszet

egytengelyű 
fesz. állapot háromtengelyű feszültségi állapot

u

u

m

e

m
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Egytengelyű húzás

7

d0 di

l0 li

I = axiális irány

Feszültségek

�̄� é é ű =
2

3
(𝜙 + 𝜙 + 𝜙 )

Alakváltozások

𝜎 =
𝐹

𝐴
= 𝑘

𝜎 = 𝜎 = 0

𝜑 = 𝑙𝑛
𝑙

𝑙

𝜑 = 𝜑 = − 𝜑
𝜑 é é ű = 𝜑

Szakítóvizsgálat, egyenletes alakváltozások tartománya





𝜎 = 𝑘𝜎 = 𝜎 = 0

𝜏

ax
iá

lis

II = radiális irány 

III = tangenciális irány

𝑘

Többtengelyű feszültségi állapot
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Szakítóvizsgálat (kontrakciós szakasz)

dn

A próbatest felületén, a húzott 
keresztmetszet kerületén, egytengelyű 
feszültségi állapot van: 

𝜎 = 𝑘 𝜎 = 0 𝜎 = 0

𝜎ö í ó =
1

2
(𝜎 − 𝜎 ) + (𝜎 − 𝜎 ) + (𝜎 − 𝜎 )

A próbatest tengelyvonalában, a húzott keresztmetszet 
közepén, egytengelyű alakváltozási állapot van.

𝜎ö í ó =  𝑘 + 0 + 𝑘 = 𝑘

𝑘

𝜎

𝜎 =  𝜎

𝑘





𝜎 = 𝑘 + 𝜎

𝜎 = 𝜎

𝜏

próbatest tengelyvonalában

7
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9

h0
d0

µ ≈ 0

Egytengelyű zömítéssel 

h1 d1 hn dn

φ = l𝑛 = 2l𝑛
φ = 2l𝑛

𝑘 , = 

𝑅 .

fk
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φ φ

𝑘 ,

𝑘 ,

𝑘 , = 

Alakítási szilárdság mérése
Zömítő vizsgálat

Feszültségtenzor

10

𝑑𝑓 = 𝜎 𝑑𝛼 + 𝜎 𝑑𝛼 + 𝜎 𝑑𝛼

𝑑𝑓 = 𝜎 𝑑𝛼 + 𝜎 𝑑𝛼 + 𝜎 𝑑𝛼

𝑑𝑓 = 𝜎 𝑑𝛼 + 𝜎 𝑑𝛼 + 𝜎 𝑑𝛼

𝑑𝒇 = 𝛔 𝑑𝜶𝑑𝑓 = 𝜎 𝑑𝛼 vagy

𝛔 =

𝜎 𝜎 𝜎
𝜎 𝜎 𝜎
𝜎 𝜎 𝜎

A gondolatban szétvágott test vágott 
felületére olyan erőket definiálunk, amelyek 
az eredetivel megegyező alakváltozást, 
illetve mozgást eredményeznek.

Ezen a felületen egy kiválasztott pontban a 
𝑑𝜶 vektorral definiált da nagyságú 
felületelemre df erővektor hat.

Ebben az esetben a σ feszültségtenzor a 𝑑𝜶
és a df közötti kapcsolatot adja meg.

𝜎  , 𝝈 - Cauchy-féle feszültség tenzor 

Nem egységvektor.
Nagysága a felület 
nagyságával arányos.VI

VII𝑑𝒇
𝑑𝜶

𝑋 , 𝑥

𝑋 , 𝑥
𝑋 , 𝑥

da

A feszültségtenzorral a testen belüli 
erőviszonyokat írjuk le.

9
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Feszültségtenzorok

11

σ Cauchy-féle feszültségtenzor 𝑑𝒇 = 𝛔 𝑑𝒂

𝑑𝒇 = 𝑷 𝑑𝑨 = 𝑷 𝑑𝒂P I. Piola-Kirchhoff-féle feszültségtenzor

S II. Piola-Kirchhoff-féle feszültségtenzor

felületelem a pillanatnyi 
konfiguráción

erő a pillanatnyi 
konfiguráción

felületelem a kezdeti 
konfiguráción

mérnöki feszültség

𝑑𝒇 = 𝑺 𝑑𝑨 = 𝑺 𝑑𝒂

erő a kezdeti 
konfiguráción

valódi feszültség

Feszültségtenzor komponensek

12

𝑑𝒇

𝑑𝑎
= 𝝆

Az egységnyi felületre vonatkozó feszültség (𝝆 feszültségvektor) az elemi
erővektor és a 𝑑𝑎 felület hányadosa:

Így a kiválasztott pontban az adott 
felületre ható feszültségvektor:

𝝆 = 𝛔 𝒏

A választott anyagi pontban, az 
𝒏1 normálirányú egységnyi felületre 
𝝆1 feszültségvektor hat, ami 𝜎 normál
feszültségkomponense és 𝜎 , 𝜎
tangenciális komponensekre bontható.

egységvektor
(hossza egységnyi, a 
kiválasztott sík normálisa)

A (1), (2) és (3) index a 
kiválasztott irányt jelöli

𝝆𝟏 𝝆𝟐

𝝆𝟑
𝒏𝟑

𝒏𝟐
𝒏𝟏

feszültség 
tenzor

11
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Feszültségtenzor komponensek

13

𝜎 á = 𝜎 𝑛 𝑛 + 𝜎 𝑛 𝑛 + 𝜎 𝑛 𝑛 +
                    𝜎 𝑛 𝑛 + 𝜎 𝑛 𝑛 + 𝜎 𝑛 𝑛 +

σ 𝑛 𝑛 + 𝜎 𝑛 𝑛 + 𝜎 𝑛 𝑛     

Normál- és tangenciális feszültségek

𝝆 = 𝛔 𝒏
A felületre ható feszültségvektor:

𝜌 = 𝜎  𝑛

A feszültségvektor normál irányú vetülete:
𝜎 á = 𝝆 𝒏 = 𝛔 𝒏 𝒏

𝜎 á = 𝜌  𝑛 = 𝜎  𝑛  𝑛

𝜏 = 𝜎 𝑛 𝑠 + 𝜎 𝑛 𝑠 + 𝜎 𝑛 𝑠 +
        𝜎 𝑛 𝑠 + 𝜎 𝑛 𝑠 + 𝜎 𝑛 𝑠 +
        σ 𝑛 𝑠 + 𝜎 𝑛 𝑠 + 𝜎 𝑛 𝑠     

A feszültségvektor érintő irányú vetülete:
𝜏 = 𝝆 𝒔 = 𝛔 𝒏 𝒔

𝜏 = 𝜌  𝑠 = 𝜎  𝑛  𝑠

𝝆
𝒏

𝜎 á

𝜏

𝑥

𝑥 𝒔

θ
�⃗� cos 𝜃

𝑭

Skalárszorzat: �⃗� 𝑛 = �⃗� 𝑛 cos 𝜃

14

Feszültségtenzor főirányai

13

14
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Főirányok és főértékek

15

𝛔 =

𝜎 𝜎 𝜎
𝜎 𝜎 𝜎
𝜎 𝜎 𝜎

𝛔 =

𝜎 0 0
0 𝜎 0
0 0 𝜎

=
𝜎 0 0
0 𝜎 0
0 0 𝜎

Feszültségtenzor egy adott 
koordinátarendszerben (𝑥 , 𝑥 , 𝑥 ):

Feszültségtenzor a főirányok
koordinátarendszerében (𝑥 , 𝑥 ,𝑥 ):

𝝆

𝒏

𝝆𝒏 𝝆
𝒏

𝒙

𝒙

𝒙

𝒏

𝒏

𝒏

𝝆
𝝆

𝝆

Főirányok és főértékek

16

𝜎 =
𝜎 𝜎
𝜎 𝜎

𝜎 =   
−10 10
10 15

𝑀𝑃𝑎

15

16



9

17

Mohr-körök

 IIIIII  

nIIIIII

I

IIIII





I

I

IIIII  

pl. dróthúzás





IIII

I

)(
2

1
IIIIII  

pl. Watts-Ford
vizsgálat,
finomlemez
hengerlés

pl. zömítés





III

I

tengelyszimmet-
rikus nyomás

III  

18

Mohr-körök

𝜎 =   
−10 10
10 15

𝑀𝑃𝑎 =
−10 10 0
10 15 0
0 0 0

𝑀𝑃𝑎



𝜎 ≤ 𝜎 ≤ 𝜎

nIIIn

𝜏

(-10, 10) (15, 10)

2α

α ≈ 19,34⁰

−13,5 𝑀𝑃𝑎 ≤ 0𝑀𝑃𝑎 ≤ 18,5𝑀𝑃𝑎

17
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Deviátoros feszültség

Feszültségtenzor

20

    𝜎 =

𝜎 𝜎 𝜎
𝜎 𝜎 𝜎
𝜎 𝜎 𝜎

𝜎 = 𝜎 + 𝑠
Kronecker delta

=     𝜎 𝛿 + 𝑠 𝛿 = 1, ℎ𝑎   𝑖 = 𝑗

𝛿 = 0, ℎ𝑎   𝑖 ≠ 𝑗

𝜎 =

𝜎 0 0
0 𝜎 0
0 0 𝜎

+

𝜎′ 𝜎 𝜎

𝜎 𝜎′ 𝜎

𝜎 𝜎 𝜎′

gömbtenzor deviátor tenzor

A hidrosztatikus feszültségi állapot csak rugalmas térfogatváltozással jár.
A képlékeny alakváltozás szempontjából csak a feszültségdeviátor érdekes.

𝜎 = 𝜎 = átlagos normálfeszültség

gömbtenzor, hidrosztatikus komponens  
deviátor tenzor, a hidrosztatikus állapottól való eltérés

𝜎 =
𝜎 + 𝜎 + 𝜎

3

19

20
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Skalár invariánsok, deviátor tenzor 
és egyenértékű feszültség

21

𝜎 = 𝜎 − 𝛿 𝜎 ,             vagy       𝛔 = 𝛔 − 𝜎 𝐈

  𝜎 = 𝜎 𝜎 = 𝜎′ − 𝜎′ + 𝜎′ − 𝜎′ + 𝜎′ − 𝜎′ + 6 𝜎 + 𝜎 + 𝜎

A 𝜎 deviátor tenzor a hidrosztatikus feszültségállapottól való eltérést mutatja.

A 𝜎  hidrosztatikus komponens nem okoz képlékeny alakváltozást.

Az egyenértékű feszültség egy skalár mennyiséggel jellemzi a feszültségi állapotot.

Az egyenértékű feszültség megmutatja, hogy az aktuális feszültségi állapot, 
egytengelyű feszültségi állapot esetében mekkora terhelésnek feleltethető meg.

𝝈 = 𝜎 𝑰 + 𝛔

𝜎 =
𝜎 + 𝜎 + 𝜎

3
=

1

3
𝜎 =

𝐼

3
Az I  az első skalár invariáns.

Skalár invariánsok

22

A harmadfokú egyenlet gyökei a főfeszültségek (σI, σII, σIII), 
az egyenletben szereplő együtthatók (I1, I2, I3) a feszültségi tenzor skalár 
invariánsai.

𝐼 = 𝜎 + 𝜎 + 𝜎

𝐼 = −(𝜎 𝜎 + 𝜎 𝜎 + 𝜎 𝜎 )

𝐼 = 𝜎 𝜎 𝜎

Főfeszültségekkel

    𝜎 − 𝐼 𝜎 ± 𝐼 𝜎 − 𝐼 = 0

𝐼 = 𝜎 + 𝜎 + 𝜎

𝐼 = −
𝜎 𝜏
𝜏 𝜎 −

𝜎 𝜏
𝜏 𝜎 −

𝜎 𝜏
𝜏 𝜎

𝐼 =

𝜎 𝜏 𝜏
𝜏 𝜎 𝜏
𝜏 𝜏 𝜎

általános esetben

21

22
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23

Egyensúlyi és mozgásegyenletek

Egyensúlyi és mozgásegyenletek 

24

𝜚𝒕𝑑𝑉 + 𝝆 𝑑𝑎 = 0

𝜚𝒕𝑑𝑉 + 𝝈 𝒏 𝑑𝑎 = 0

𝜚 – a test sűrűsége
𝒕 – fajlagos térfogati erő
𝝆 – fajlagos felületi erő  

A test felületén ható fajlagos (külső) erők meg kell hogy 
egyezzenek az ott jelen lévő feszültségvektorral.

A 𝑉 térfogatú 𝐴 felületű alakváltozásra képes test egyensúlyi állapotának 
feltétele, ha az adott testre felületi és térfogati erőrendszer hat:

e2, E2 x2, X2

x3, X3

𝒈

𝛒

Δ𝑉

Δ𝑎

O
e1, E1

e3, E3

x1, X1

𝒂

23

24
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Egyensúlyi és mozgásegyenletek 

25

A 𝑉 térfogatú 𝐴 felületű alakváltozásra képes test egyensúlyi állapotának 
feltétele, ha az adott testre felületi és térfogati erőrendszer hat:

Ha a test mozog:

𝜚𝒕 + 𝑑𝑖𝑣 𝝈 = 𝜌
𝑑𝐯

𝑑𝑡

            𝜚𝑡 +
𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 𝜌

𝑑𝑣

𝑑𝑡

ld. később: anyagtörvény

𝜚𝒕𝑑𝑉 + 𝝈 𝒏 𝑑𝑎 = 0

𝜚𝒕 + 𝑑𝑖𝑣 𝝈 𝑑𝑉 = 0

Gauss–Osztrohradszkij-tétel
alkalmazásával

𝜚𝒕 + 𝑑𝑖𝑣 𝝈 = 0

𝜚𝑡 +
𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 0

𝜚 – a test sűrűsége
𝒕 – fajlagos térfogati erő
𝝆 – fajlagos felületi erő  

𝝈 𝒏 𝑑𝑎 = 𝑑𝑖𝑣 𝝈 𝑑𝑉

A test teljes térfogatára és bármelyik rész-
térfogara is igaz kell, hogy legyen.

Így elég csak a térfogatot vizsgálni.

A tétel szerint tetsző-
leges F zárt felület által 
határolt V térfogatban 
definiált nem szingulá-
ris V(x) vektormezőre 
fennáll, hogy V divergen-
ciájának térfogati integ-
rálja megegyezik a (nor-
mális) F felületelem és V 
skaláris szorzatának in-
tegráljával.

Egyensúlyi és mozgásegyenletek 

26

Descartes–féle (derékszögű) koordináta-rendszerben

𝜕𝜎

𝜕𝑥
  +

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+ 𝜚𝑡 = 𝜚

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝜕𝜎

𝜕𝑥
  +

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+ 𝜚𝑡 = 𝜚

𝑑𝑣

𝑑𝑡
     

𝜕𝜎

𝜕𝑥
  +

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+ 𝜚𝑡 = 𝜚

𝑑𝑣

𝑑𝑡

𝜕𝜎

𝜕𝑥
  +

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝜎

𝜕𝑥
  +

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝜎

𝜕𝑥
  +

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 0

𝒙 𝑥 , 𝑥 , 𝑥 , 𝑡
𝝈(𝑥 , 𝑥 , 𝑥 , 𝑡)
𝒗 𝑥 , 𝑥 , 𝑥 , 𝑡

koordináták
𝑥 , 𝑥 , 𝑥

gyorsuló 
testre

egyensúlyban 
lévő testre

Statikai egyensúlyi egyenlet. 
Időben állandósult folyamat, a térfogati 
erők elhanyagolásával.
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𝒙 𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡
𝝈(𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡)
𝒗 𝑟, 𝜙, 𝑧, 𝑡

Egyensúlyi és mozgásegyenletek 

27

𝜕𝜎

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎

𝜕𝜙
+

𝜕𝜎

𝜕𝑧
+

𝜎 − 𝜎

𝑟
+ 𝜚𝑡 = 𝜚

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝜕𝜎

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎

𝜕𝜙
+ 2

𝜕𝜎

𝜕𝑥
+ 𝜚𝑡 = 𝜚

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝜕𝜎

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎

𝜕𝜙
+

𝜕𝜎

𝜕𝑧
+ 𝜚𝑡 = 𝜚

𝑑𝑣

𝑑𝑡

Hengerkoordináta-rendszerben

𝜕𝜎

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎

𝜕𝜙
+

𝜕𝜎

𝜕𝑧
+

𝜎 − 𝜎

𝑟
= 0

𝜕𝜎

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎

𝜕𝜙
+ 2

𝜕𝜎

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝜎

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝜎

𝜕𝜙
+

𝜕𝜎

𝜕𝑧
= 0

koordináták
𝑟, 𝜙, 𝑧

Statikai egyensúlyi egyenlet. 
Időben állandósult folyamat, a térfogati 
erők elhanyagolásával.

egyensúlyban 
lévő testre

28

Köszönöm a figyelmet!

Katula Levente
katula.levente@gpk.bme.hu
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Irodalom

29

• https://www.continuummechanics.org

• Kozák Imre, Szeidl György, Tenzorszámítás indexes jelőlésmódban

• Han-Chin Wu: Continuum Mechanics and Plasticity

• Continuum Mechanics Examples by Dr. Attila Kossa
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