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= Deviatoros fesziiltség
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@att A testre hato erd6k

A testre hatd eréket feliiletre és térfogatra hatd erék csoportjaba sorolhatjuk.

Ezeket a felliletre vagy térfogatra hato fajlagos erékkel (eréstiriség)
jellemezhetjiik.

Az er6k hatasara a test elmozdulhat és alakvaltozast szenvedhet.

a pl. szerszam
gyorsulas

1 g —a AV térfogatra haté er6
dt == lim 9 0 —a test siirlisége
0AVv-0AV gt fajlagos térfogati erd

Mennyire fontosak a gyorsuldsbél, gravitaciobdl
szdrmazd er6k az alakitdstechnika szempontjabol?

. p _ . .. . e
df = lim — p —fajlagos f(le.luletl erd
Aa—0 Aa az Aa feluleten
df —fajlagos felileti eré
Az azonosito és a

vonatkoztatasi KR azonos
kezdGpontu és orientacidju.

A feszultség hatasa
(Zjatt Sinkilokédés (hétagulas)

.~

Ha egy 20 °C hémérsékletli, zomok acélrudat satuba fogunk,
majd 120 °C-ra felmelegitlink és feltételezziik, hogy a satu nem §
melegszik fel, akkor a gatolt hétagulasbol adédé fesziiltség:

oar =E-a-AT =2,1-105-1,2-1075 - 100 = 252 MPa




@att Alakvaltozas

GEGYETEM |

pontjainak relativ tavolsaga a terhek
hatasara is véltozatlan marad. A merev ‘ e\&o(d"\és
testek csak merevtestszer(i elmozdulast eltolodas

végeznek, amely egy eltolddas- és egy
elfordulasvektorral jellemezhet6.

A merev testet az jellemzi, hogy (42
.

A szilard testek a kiilsé terhek hatasara
alakvaltozasokat szenvednek, melyek
kovetkeztében mind pontjaik relativ
tavolsdga, mind az irényok relativ szége
megvaltozik. Ezzel egyidejlileg a test még
merevtestszerl elmozdulast is végez.

A szilard testek a merevtestszerd
eltoléddson és elforduldson tul
alakvaltozasokat is szenvednek.

szilardsagtan

Szakito diagram

egytengely(i
fi}; dlgllap}c/)ltl‘ hdromtengelyi fesziiltségi dllapot
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Fesziiltségek

or=0,=0

Alakvaltozasok

- _ (2, 2 2
Pegyenértékt = §(¢I +¢’ll +¢III)

7

Szakitévizsgalat (kontrakcios szakasz)

prébatest tengelyvonaldaban

T Uy

On = O¢ o

A prébatest feliiletén, a huzott
» keresztmetszet keriiletén, egytengely(
1 fesziiltségi allapot van:

A prébatest tengelyvonaldban, a huzott keresztmetszet
kozepén, egytengelyl alakvaltozasi allapot van.

1 2 2 2
Opsszehaonlits = E [(o-a —0r)* + (0p —0p)* + (0r — 0g) ]

1 2 2
Opsszehaonlits = 2 [ kf +0+ kf ] = kf




Alakitasi szilardsag meéreése
Z0mitd vizsgalat

Egytengelyl zOmitéssel

Y T
cpl—lnh ZInd1

@att Fesziltségtenzor

A fesziiltségtenzorral a testen beliili
eréviszonyokat irjuk le.

A gondolatban szétvagott test vagott

Nem egységvektor.

feltletére olyan er6ket definialunk, amelyek Nagysdga a feldlet
nagysdgdval ardnyos.

az eredetivel megegyez6 alakvaltozast,

illetve mozgdast eredményeznek. X1, %1 X%,

Ezen a feliileten egy kivélasztott pontban a df; = oyda; vagy df = o da

da vektorral definialt da nagysagu

df; = oy1day + 012da, + 013da
feliiletelemre df erévektor hat. 17 P1188 T P128602 T U132%3

dfz = UZldal + 0'22d0.’2 + 0'23d0.’3

Ebben az esetben a o fesziiltségtenzor a da dfs = 031day + o3,da, + g33das
és a df kozotti kapcsolatot adja meg.

021 O3 0323

. ek 011 012 013
0;j,0 - Cauchy-féle fesziltség tenzor o =
031 032 033
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@att Feszlltségtenzorok

o Cauchy-féle fesziiltségtenzor df =oda
valodi fesziiltség / \
erd a pillanatnyi feliiletelem a pillanatnyi
konfigurdcion konfigurdcion
P I. Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor df = PdA = P da,
mérndki fesziiltség

feliiletelem a kezdeti
konfigurdcion

S II. Piola-Kirchhoff-féle feszlltségtenzor df,=SdA =Sda,

eré a kezdeti

Az egységnyi feliiletre vonatkozo feszilltség (p fesziiltségvektor) az elemi
erBvektor és a da feliilet hanyadosa: df

%—P

igy a kivalasztott pontban az adott
fellletre hatd fesziiltségvektor:

p=on
fesziiltség  egységvektor

tenzor  (hossza egységnyi, a
kivdlasztott sik normdlisa)

A valasztott anyagi pontban, az
-"/ n, normalirdnyu egységnyi fellletre

p, fesziltségvektor hat, ami g1 normdl
A (1), (2) és (3) indexa T fesziiltségkomponense és 01,, 013
kivdlasztott irdnyt jelsli tangencidlis komponensekre bonthaté.
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Skalarszorzat:

Normal- és tangencialis fesziltségek
A felliletre haté feszliltségvektor:
p=on
pi = 0jj 1y
A fesziiltségvektor normal irdnyu vetilete:
Opormal = PN =0Mn
Onormal = PiMy = 0;; ;N
Onormal = 011M1Ny + 012NNy + 013131 +
031NNy + OxNyN, + Oy3N3N, +
031M1 N3 + 033NN3 + 033N3N3

A fesziltségvektor érinté iranyu vetiilete:
T=pSs=ons
T=Pi5i=0ijnj5i
T = 0-1171151 + 012"251 + 0-13n351 +

021N Sy + 035N, + 03N3S8, +
0311153 T 0327353 + 0337353

ﬁ=|ﬁ|-|ﬁ|cos€

MUEGYETEM 1782
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Feszlltségtenzor féiranyai




FGiranyok és féertékek

N Fesziiltségtenzor a féiranyok

4 Fesziiltségtenzor egy adott
koordinatarendszerében (x;7, x,7,x51):

koordinatarendszerben (x1, x5, X3):

011
o = |021
031

oo 0 0] o, 0 0
o = 0 0-2 0 = 0 O-II 0
0 0 o3 0 0 oay

(Zjatt F&iranyok és féértékek T A T

di= 0P om=15.0 N/mm?
4 | on= -10.0 N.’mm2
7= 10.0 N/mm?
m I m
il —

= 0 r»
n
2+ -
Oij = [21 22]
- ' o, = [‘1{)0 ig] MPa
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@att Mohr-korok

8

pl. zomités
17 tengelyszimmet-
rikus nyomas

A T pl. Watts-Ford
vizsgalat,
finomlemez
hengerlés

|~

@att Mohr-korok

MUEGYETEM 178

-10 10 O
0ij = [ 1100 12] MPa = [ 10 15 o] MPa
0 00 O < 05 <0
T A
(-10, 10) , (15, 10)

— ¢\
Txy 7 <
L 2a
I
o % g a = 19,34°

Q
Qy

—13,5 MPa < OMPa < 18,5MPa
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Deviatoros feszultség

@att Fesziltségtenzor

MUEGYETEM 1782

011 012 013

Kronecker delta
J— — S
O'ij = |021 O3 033 O-ij —+ = 0-551']' + 51'1' =1ha i=j

031 032 033 8ij=0,ha i#j

goémbtenzor, hidrosztatikus komponens
deviator tenzor, a hidrosztatikus dllapottdl vald eltérés

. . e 011 + 033 + 033
05 = 0y = atlagos normalfesziiltség 0y = ———

3
/A
g 0 0 011 012 013
—_ !
O-l'j =0 Op 0 ||+ 031 O 073
!
0 0 o 031 033 033

gdmbtenzor devidtor tenzor

A hidrosztatikus fesziltségi dllapot csak rugalmas térfogatvaltozassal jar.
A képlékeny alakvaltozds szempontjabdl csak a fesziiltségdeviator érdekes.

20
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att Skalar invariansok, deviator tenzor

és egyenérték( feszultség sovetEM 17
o = O-OI + o’ O'i’j = O'ij - 6ij00' vagy o'=0— 0'0]

A o' devidtor tenzor a hidrosztatikus fesziiltségallapottdl vald eltérést mutatja.

A g, hidrosztatikus komponens nem okoz képlékeny alakvaltozast.

_outoptoz 1 L A
09 = =50kk =5 Az I, az els6 skalar invarians.
3 3 3
3 1
Oeq = Eai,ko'i’k = EJ(G'11 —0'22)% 4 (0'22 — 0"33)% + (0'11 — 0'33)2 + 6(0f, + 055 + o)

Az egyenértékdi fesziiltség egy skalar mennyiséggel jellemzi a fesziiltségi dllapotot.

Az egyenértéki feszlltség megmutatja, hogy az aktualis fesziiltségi allapot,
egytengely( fesziltségi dllapot esetében mekkora terhelésnek feleltetheté meg.

@att Skalar invariansok

MUEGYETEM 1782

0'3 _Ilazilzo-_lg =0
A harmadfoku egyenlet gyokei a féfesziltségek (o, o, o),
az egyenletben szerepl6 egyltthatok (/,, 1,, I;) a fesziiltségi tenzor skalar

invariansai.

dltaldnos esetben Féfesziiltségekkel

11=0'x+0'y+o-z Il=O-I+O-II+O-III

Ox  Txy

Tyx Oy = —(070y; + 0710711 + 011107)

Txy Txz
Ty 7

11
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Egyensulyi és mozgasegyenletek

MUEGYETEM 178

AV térfogatu A felliletl alakvaltozasra képes test egyensulyi dllapotanak
feltétele, ha az adott testre feliileti és térfogati erérendszer hat:

A test feliiletén hatd fajlagos (kiilsé) er6k meg kell hogy
egyezzenek az ott jelen lévé fesziiltségvektorral.

f Qth+J pda=0
14 A

f Qth+f c-nda=0
14 A

o — a test s(rlisége
t — fajlagos térfogati eré
p —fajlagos felileti erd

24




@att Egyensulyi és mozgasegyenletek

MUEGYETEM 178

AV térfogatu A felliletl alakvaltozasra képes test egyensulyi dllapotanak
feltétele, ha az adott testre feliileti és térfogati erérendszer hat:

o — a test s(irlsége

t — fajlagos térfogati er6
otdV+ | o-nda=0 p — fajlagos feliileti eré
1% A A tétel szerint tetszé-
oo p leges F zart feliilet dltal
Gauss—Osztrohradszkij-tétel hatérolt V térfogatban
alkalmazasaval definidlt nem szinguld-

ris V(x) vektormezére

f o -nda= j a7 Mo AV fenndll, hogy V divergen-
L A 14

cigjanak térfogati integ-
rdlja megegyezik a (nor-

mdlis) F feliiletelem és V

f (ot + div a)dV = 0 <— lgy elég csak a térfogatot vizsgalni. <kaldris szorzatdnak in-
14

tegrdljgval.

A test teljes térfogatara és barmelyik rész-
térfogara is igaz kell, hogy legyen. Ha a test mozog:

dv
Par
60']'l' o dvi
an - pE
Id. késébb: anyagtérvény

t+dive =
ot+dive=0 .

ot; +

25
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Descartes—féle (derékszogl) koordinata-rendszerben

4 N\
0011 | 0021, 003 + ot, = dv, x(xq,%5,x3,t)  koordinatak
axl axz ax3 Q ! Q dt a-(xly x2; x31 t) xlleJ x3
60'12 60'22 60'32 _ dvz gyorsuld v(xl’xz,x3,t)
9x, ax, 9x tot; =0 dt testre
do do do dv x3
on T ox P TOR =g |
\_ 1 2 3 Y, N
Statikai egyensulyi egyenlet. e | 3

Id6ben dllanddsult folyamat, a térfogati

P (. : (Xf,X2,X3)
erék elhanyagolasaval. i

doy; 00y, 6031_0

dxq dx, 0x;
doy; 00y 003

0 egyensulyban
dx,q dx, 0x3 1évG testre

do do: do:
13 993 003 _

dx,q dx, d0x;

26



Hengerkoordinata-rendszerben

N
50'rr 1 ao-r¢ aO'rZ O-rr - O-¢¢) + t _ dvr x(r! ¢:Z! t)
or r 0¢ 0z otr=e o(r,¢,z,t)
60¢r + 1 60¢¢ +2 60'¢Z +oots = dv¢ v(r,¢,z,1t)
ar r d¢ d0x; ety =0 dt L
00, 100, 00y, dv,
or "7 T ar Ty

Id6ben allandodsult folyamat, a térfogati

Statikai egyensulyi egyenlet.
erék elhanyagolasaval.

a0, la% 00y, O —Opg

ar r d¢ dz T 0
dao, 100 do,

¢r 4+ 324 + ¢z _ 0

ar r d¢ dx;
do, 1 50’z¢ do,, egyenstlyban
or ' r 3¢ 9z = 1évé testre

27

koordinatak

r, o,z

EGYETEM 178

Koszonom a figyelmet!

Katula Levente
katula.levente@gpk.bme.hu
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https://www.continuummechanics.org

Kozdk Imre, Szeidl Gyorgy, Tenzorszamitas indexes jel6lésmddban

Han-Chin Wu: Continuum Mechanics and Plasticity

Continuum Mechanics Examples by Dr. Attila Kossa
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