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@att Mi a kontinuum?

MUEGYETEM 1782

A test anyagszerkezetére nem teszunk
semmilyen feltevést. A kontinuumban

az anyagi pontok szorosan és
hézagmentesen helyezkednek el, igy a

test tomege folytonosan tolti ki a test
térfogatat és a testre jellemzd fizikai A
mennyiségek folytonos fliggvények. |

L

T

FIIT TS

1
| |

A test terhekre és hatasokra adott | [ |
valaszat, viselkedését, a tapasztalatbol .
ismert anyagallanddkkal irjuk le. f — 5 q'l

1 ™ 384 EI

Pl. egy kéttamaszu acél tartd adott terhelés
alatti lehajlasat ki tudjuk szamitani anélkil, hogy
ismernunk kellene a testet felépité atomok
egymashoz képest bekovetkez6 elmozdulasat.
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@att Alakvaltozas

A merev testet az jellemzi, hogy
pontjainak relativ tavolsaga a terhek
hatasara is valtozatlan marad. A merev
testek csak merevtestszerili elmozdulast
végeznek, amely egy eltolodas- és egy
elfordulasvektorral jellemezhetd.

A szilard testek a kiils6 terhek hatasara
alakvaltozasokat szenvednek, melyek
kdvetkeztében mind pontjaik relativ
tavolsaga, mind az iranyok relativ szoge
megvaltozik. Ezzel egyidejlileg a test még
merevtest szerd elmozdulast is végez.

A szilard testek a merevtest szer(
eltolédason és elfordulason tul
alakvaltozasokat is szenvednek.
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Egy adott t id6pillanatban
a P anyagi pontba mutaté
x ("7") helyvektor a
kovetkez6 osszefliggéssel
irhato fel:

X(t) = x;(t) - e(t)

x(t) = k(P,t) = K, (P)

p

illanatnyi konfiguracio, t = t




@att Anyagi pont helyzetenek leirasa #2

Tekintsiink egy test véges nagysagu tartomanyat, amelyet egy zart felllet
hatdrol. Ezt a tartomanyt, mint anyagi pontok halmazat jel6ljik 8-vel. A8

egy tetsz6leges anyagi pontjat jelolje P (P € 8). A hdromdimenzids térben
egy adott t id6pillanatban minden anyagi ponthoz kdlcséndsen egyértelm
maddon hozzarendelhetd egy (x,, x,, X3) szamharmas, amelyet az anyagi pont
koordinatainak neveziink. A szamharmas egy hozza kapcsolddo
vonatkoztatasi rendszerrel egylitt adja meg az anyagi pont pontos helyét a t

id6pillanatban. A hozzarendelést/leképezést jelblje K, igy:

(x1,%2,x3) = K(P, t)

Az egyszertiség kedvéert feltételezziik, hogy a tér, amelyben a test
elhelyezkedik, euklideszi.

A vonatkoztatasi rendszer legyen az e,, e,, e;nem egy sikba esé vektorokbol
allé vektorharmas, azaz bazisvektor rendszer.



@att Mozgastuggveny

) pillanatnyi
) Mozgas” konfiguracié
konfiguracid aciot K. (B
t=0 maz a test t( )
KO (B) > Sé\'(’)\-

#q * vizsgalt elemi

\ vonalszakasz
, jat=t
dX iidépontban

.
.
,
,
;
i
!

vizsgalt elemi
vonalszakasz
at=0
id6pontban ™.
A kezdeti és a pillanatnyi

konfiguracio kozotti kapcsolatot

. €1 a X mozgasfuggvény adja.
A kezdeti KR-t hivjak azonositasi, 2 E_z) A mozgasfiggvény az anyagi
a pillanatnyi KR-t pedig pont helyzetét meghatarozo

vonatkoztatasi KR-nek is. helyvektor-idé figgvény.



@att Deformacio gradiens (F)

M U E

pillanatnyi konfiguracié F « U

elfordulas

-

' kezdeti konfiguracio VU

A vizsgalt rovid vonalszakaszok matematikailag vektorok (¥), melyeket a
deformacio gradiens (F) transzformal (megnyuijt, elforgat).
A kiindulo vektor — a pillanatnyi azaz azonositasi konfiguracioban —

megvaltozasat a pillanatnyi azaz vonatkoztatasi konfiguracidba tenzorok irjak le,
ezért a alakvaltozasi gradiens tenzor.

= A deformacio gradiensb6l szarmaztathatok a lokalis nyujtas, torzulas,
terilet- és térfogatvaltozas mértékei.

= Altaldnos esetben a deformécié gradiens a helytél és az id6t6l is figg.

= A deformacio gradiensnek nincs mértékegysége.



Vektor- és matrixmuveletek
Tenzoralgebra

Rovid ismeétlés




@att Koordinata-rendszerek

MUEGYETEM 1782

Descartes-féle Henger GOomb
derékszogl koordinata-rendszer koordinata-rendszer

koordinata-rendszer

x(x,vy,Z2) x(r,0,z) x(1,0, )
Zi Z Z | o
x(1,0,9)
---------------- f(;(,y.Z) r//’ j:
g/ |
ol o AR
= i
ﬁi B Y
-




—~Jatt Henger koordinata-rendszer
Egytengely(i hizds

| = axialis irany
Il = radidlis irany
lll = tangencialis irany

Fesziultségek

or =0y =0

Alakvaltozasok

Pegyenértékii = Pa

= - z 2 2 2
(pegyenértékﬁ = 3 (¢I + ¢II + d)lll )
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Vektoridlis szorzat

@ x b =|d|- |b|-|sind]

ax -bx-
¢=dxb=|ay|x|b,
a, b,

a

as

|

a,

as

‘ .

]x

= a1b1+ a2b2+ a3b3




@att VektormdUveletek #2

Vektoros jelolés Matematikai jel6lés| Indexes jel6lés

Az 6sszegzési jeleket
_ } elhagyjuk az
A, b, aq b4 a, + by attekintés javitasa
a, + b, érdekében, és c;i = a; * b;
helyette az azonos
L b, oy b3 as T b3_ index{ tagok
0sszegzést
jelentenek.

Ay
|
Qu
I+

Sl
|
Q

<

I+
S

<
|
Q

N

I+
S

N
|

d-b="skalar"

Ay -bx- aq b1
c=d-b=|ay|-|by|=|az|-|by| =ab,+ ayb,* azh; | € = Eaibi ¢ = a;b;




@att VektormUveletek #3

Vektoros jelolés Matematikai jel6lés| Indexes jel6lés
Ay -bx b1 a2b3 — a3b2
C_') = C_i X b = ay X by = |Ady ]| X b2 = a3b1 — a1b3 Ci = z eijkajbk Ci = eijkajbk
Ay b, | bz| |aiby —ayby 142

Az gji a Levi-Civita-szimbolum (neveét Tullio Levi-Civita olasz matematikusrdl kapta).

Ha az indexek értéke eltérd, a szimbdlum azt jelzi, hogy paros, vagy paratlan szamu
indexcsere szlikséges az értékek novekvd sorrendbe rendezéséhez.
&ijk = 0, ha két vagy tébb index azonos értekd, ha i = j, vagy j = k, vagy i = k.

&ijk =1, hai, j, k paros permutacidja az 1, 2, 3-nak.
+1 -1

&ijk = -1, hai, j, k paratlan permutacidja az 1, 2, 3-nak.
3

\ /




(d11 Aqn |
azq Aon

A=A~= é == : — (aij)i=1..m;j=1..n: al]
Am1 Amn

(11 Aqn | [ b11 bin’
A1+ Az b b
A+B=| : N 21 2= (a;; + bij)i:1..m;j=1..n=[aij + bj;
_aml amn_ _bm1 bmn_

(1 -3 2)+(0 3 5)_(1+0 -3+3 245 )_(1 0 7)
1 2 7 2 1 -1) \1+2 2+1 7+(-1)/) \3 3 6
Szorzas skalarral (asszociativ, kommutativ)

)\.A=()\.Cll]) =A-al~j

i=1.m;j=1.n
. 1 -3 2\ (5-1 5.(=3) 5.2 (5 —15 10
1 2 7/ \5-1 5.2 5.7/ \5 10 35




@att MatrixmUveletek #2

EGYETEM 17 82

Matrix szorzasa oszlopvektorral

— 3 —
z t1; a;
i=1
t11 l12 t13] [d {11a1 + t120a5 + 1303 3
d=T-a=|t1 Uy 3] || =[l2101 T 0, + {r3a3]| = ty;a;
{31 32 1331 las t31a4 +t3p ap + t33a3 i=1
3
t3i a;
L1=1
d; = typag
d2 = tZkak — di = tijaj
d3 = t3pay



@att MatrixmUveletek #3

MUEGYETEM 1782

Matrix szorzasa matrixszal (asszociativ, disztributiv)
Masodrend( tenzorok szorzata

Két matrix szorozasahoz az els6 matrixban |évé oszlopok szamanak meg
kell egyeznie a masodik matrixban lévé sorok szamaval.

m n K
n k
| = |
— . jl —
m
|
A - B = C
(A-B)-C=A-(B-C) A-B#B-A
(A+B)-C=A-C+B-C |
m .
Cixn = Aixm* Bmxn Cik =Zaif'bfk Cik :aij'bjk
=1



@att MatrixmUveletek #4

Matrix szorzasa matrixszal (asszociativ, disztributiv)
Masodrend(i tenzorok szorzata

t11 t12 t13]1 [C11 C12 €13
A=T -C=|t21 ta2 1tz3]-|C21 C22 C23| =|timCm;
31 t32 (33 C31 C32 (33

3
Ay =T Cpp = T11C10 + T12C55 + T13C5, = Z T1mCm2

m=1

Negyedrend(i és masodrend(i tenzorok szorzata

c=C-£ - O'ij=[eijkl Ekz]

két mdsodrend(i tenzor kbzétti kapcsolat




Z;Iatt Matrix szorzasa

MUEGYETEM 1782

Szampélda matrix-matrix szorzasara

1

3 2
(10 LB
4




@att Szorzasok

Sorvektor szorzata oszlopvektorral
Mindkét vektornak azonos elemszamunak
kell lennie, és az eredmeény egy valds szam.

Oszlopvektor szorzata sorvektorral

A diadikus szorzat eredménye egy matrix,
vagy masodrangu tenzor.

Matrix szorzata oszlopvektorral

Sorvektor szorzata matrixszal




@att MatrixmUveletek #5 T

GYETEM 1782

Matrix transzponaltja

ajp -t Qn A
A= . : : = (aij)i=1..m;j=1..n —1 2-
Am1  *° Amn
adijr " Oma > &
T _ : : : _
AT = ¢ @ ol = (@) j=1mi=1m

Ain " Amn

Inverzmatrix

Egységmatrix
AA 1 =A"1A=1=E 1 . 0]
Ha egy A négyzetmatrix determinansa nem 1=g=|" 1 e
egyenl6 nullaval, akkor invertalhatd. 0 - 0 1

=) (A7) =G5 T) et -6 -



Deformacioé gradiens




pillanatnyi Egy kontinuumként
konfiguracio értelmezett testben
X = x(X,t) &

mozgasfliggvény

Kt( B) bekovetkezett valtozas egy

keZdeti 7 0 7”7 7 7
., elmozdulasi mezovel irhato le.
konfiguracié o B
| B oalyagdrbe Az elmozdulasi mez§ a testet
KO( ) 7 alkotd Osszes részecskére

~
1 -~ - -

T - 7

Mu(X)=U(x)

vonatkozod 6sszes elmozdulasi
vektor vektormezdje, amely a
deformalt konfiguraciot a
deformalatlan konfiguraciéval
hozza 6sszefliggésbe.

X3

Barmely két részecske
tavolsaga akkor és csak akkor
valtozik, ha deformacié
tortént. Ha az elmozdulas

deformacidé gradiens

X v (%t deformacio nélkul torténik,
1 - xi (X, t) akkor merev test szer
2’3 8X 7 7 s
j elmozduldsroél van szo.

A pdlyagérbe az a térgérbe melyen az anyagi pont a mozgds sordn végighalad.




@att Deformacio gradiens #2

EGYETEM 1782

Elmozdulas: Egy kivalasztott anyagi pont t id6ponthoz tartozo elmozdulasat
megado vektor.

mozgasfliggvény
u; = x;(X;,t) —X; vagy u=xX,t) — X m
Vonalelem alakvaltozasa .
kezdeti g
dS, — ds konfiguracio f u(X+dX) = u(X)+du .
t=0 |

Alakvaltozasi gradiens

dx = F - dX
F=F. — axi
C YT ax,
(0xq 0xq 0xq] -
0X; 0X, 0X; pillanatnyi
dx, 0x, 0x, konfigurécié

t=t

Az azonosito (t = 0) és a vonatkoztatasi (t = t) koordinata
rendszerek kozos origdval és koordinata tengelyekkel

rendelkezd Descartes-i derékszogli koordinata rendszerek.
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EGYETEM 1782

s ’ . 4sfi 4 pillanatnyi
A mozgasfiiggvény adja meg a kapcsolatot ;"Zf;czgxgve;)y (onfiguracio
az anyagi pont kezdeti és pillanatnyi kezdeti - . (8)
helyzete kozott konfiguracié
y ' Ko(B) . )
X — kordinatak a kezdeti/azonosito rendszerben ! X—U X3 p
x — kordinatak a pillanatnyi/vonatkoztatasi rendszerben | A u(Xy-Ux) - _
x; = x;(X;,t) vagy x = x(X,t) Xs k % & 2
_ O
o |
A

X1 = xl(X17X2;X3r t) B b €

Xy = xZ(X17X2;X3) t) O " X2 &

X3 = X3 (X17X2;X3) t) X E, E,

0x1  0x1(X1, X5, X3, 1)

X, 0X, Inverz mozgasfiiggvény

. parcidlis X; = X;(x;,t) vagy X = X(x,t)
axi _ axi(Xl,Xz,ng t) derivaltak X = X1(x1»x2'x3' t)
aX] ﬁX] XZ = XZ (Xl,XZ,X3, t)

X3 = X3 (Xl, X2, X3, t)




Z;Jatt Polaris felbontas

MUEGYETEM 1782

Legyen F egy valds, nem elfajuld tenzor (det F > 0). Ekkor F mindig
felbonthatd egy R ortogonalis transzformacié (vagy tenzor), és egy U vagy
v szimmetrikus, pozitiv definit nyujtastenzor szorzatara a kovetkez6

maodon:

F=R-U

F=v-R
A mozgasfliggvény )?()? ) minden informdciot tartalmaz a vizsgalt test
mozgasarol.

Az F deformacio gradiens a mozgasfiiggvény )?()? ) derivaldsaval dll elé, tehdt a
)Z()? ) mozgadsfiliggvényben lévé konstansok, amelyek a test pontjainak helyét
hatdrozzak meg, eltiinnek. Ezekre az alakvaltozasok leirasahoz nincs is szlikség,
ugyanis ezek a test merevtest szerti transzldcios mozgdsdval kapcsolatosak (U,
v). Van még egy mdsik merev test szer(i mozgdssal kapcsolatos informdcid is a
deformacio gradiensben, amelyet célszer( levalasztani rola. Ez a merev test
szertl elfordulds, vagy rotdcid (R).



Deformacio gradiens

MUEGYETEM 1782

kezdeti pillanatnyi
konfiguracié o v konflg_uraclo
t=0 t=t

F=R-U=v-R
H_j Hf_j
Lagrange- Euler-
perspektiva perspektiva

Az R ortogonalis transzformacio, az elemi
térfogat merev test szer( elfordulasat irja le.

Az U szimmetrikus, pozitiv definit tenzort
jobboldali vagy nak
nevezzuk.

A jobboldali jelz6 arra utal, hogy ErR{e]f-1{e!
tenzort jobbroél szorozzuk az U tenzorrall

Az anyagi jelz6 arra utal, hogy az U tenzor a
kezdeti konfiguracioban értelmezett.

A v szimmetrikus, pozitiv definit tenzort
baloldali vagy nak
nevezzuk.

A baloldali jelz6 arra utal, hogy EF:R{elf=£1{e)
tenzort balrdl szorozzuk a v tenzorralf
A térbeli jelz6 arra utal, hogy az v tenzor a
pillanatnyi konfiguraciéban értelmezett.
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pillanatnyi
konfiguracié

K(B)

Euler-

kezdeti

konfiguracié Lagrange-
e perspektiva
i R p-r.v
eI, 4 U E
xg,X A
e I, g g 2




@att Lagrange-perspektiva

A Lagrange-perspektivaban a test mozgasat annak egyik anyagi pontjardl (részecske)
elemzi, ezért ezt a perspektivat anyagi perspektivanak is nevezik.

Arra a kérdésre tudunk valaszolni, hogy pl. milyen nyomas/hémérséklet van a test egy
adott pontjaban.

A Lagrange-féle megkozelitést a szilardtest mechanika a kis és nem tul nagy
alakvaltozasokhoz alkalmazza.

A Lagrange-féle megkozelitésben az 0sszes fizikai mennyiséget a kezdeti
konfiguracidhoz viszonyitunk.

El6ny

A szabad feliiletekre vonatkozo kényszerek
megadasa nem okoz nehézseéget. Kis
alakvaltozasok és linearis anyagviselkedés esetén,— Slsa=li i A
az egyenletek oly médon egyszer(isddnek, hogy . st Sl
szamos fontos problémara analitikus megoldasok
allnak rendelkezésre, illetve levezetheték. '

e

Hatrany
A kezdeti konfigurécidra valé hivatkozds miatta « % L o T
nagy alakvaltozasok jelent8s szamitasbeli -

nehézséget okoznak.

_____



@att Euler-perspektiva

Euler-féle néz6pont a test mozgasat egy a térben rogzitett pontbdl elemzi, ezért ezt a
néz6pontot térbelinek vagy lokalisnak nevezzik.

Arra a kérdésre tudunk valaszolni, hogy pl. milyen nyomas/hémérséklet uralkodik a
tér egy bizonyos helyén.

Az Euler-perspektivaban minden fizikai
mennyiséget a pillanatnyi konfiguraciéhoz
viszonyitunk.

El6ny
Nagy alakvaltozasok leirasara el6nyos.

Hatrany

A deformalatlan kezdeti allapot gyakran nem
ismert.

A peremfeltételek megfogalmazasa a szabad
felUleteken nehézségeket okoz.




@att Kinematika

a mozgasok leirasa

Ha megszorozzuk az F deformacio gradienst balrdl a sajat maga
transzponaltjaval, és alkalmazzuk a polaris felbontasat

——————————

——————————

I = E = egységtenzor
Lagrange F =R -U BYRES

A jobboldali/anyagi nyujtastenzor felirhaté: U = FT - F

Euler F=v-R

mozgasfiiggvény
A baloldali/térbeli nydjtastenzor felirhaté: v = F - FT fe—%

kezdeti
konfiguracié

A u(X+dX) = u(X)+du =

U’=F"'.F=C Cauchy-Green-féle
deformacios
v2=F -FT =B tenzorok (C, B)

pillanatnyi
konfiguracié
t=t

A forgatd tenzor felirhatd
R=F-U'=v1.F




Alakvaltozas




@att Alakvaltozas tenzor

A térfogat valtozasa, térfogatallanddsag

_dv—dV,
T Ty,

Térfogatallandodsag,
g, =detF —1 J =detF =1 = konstans 6sszenyomhatatlan anyag.

~

-

Langrange alakvaltozasi tenzor A Lagrange megkozelitésben az 6sszes fizikai

mennyiséget a kezdeti konfiguraciéhoz viszonyitjuk.

I — egysegtenzor

8;j Kronecker-szimbélum Ertéke
1, ha a két szam egyenl§,

_ 1
E=2(F'F-I) vagy

minden mas esetben 0.

Euler alakvaltozasi tenzor Az Euler-perspektivaban minden fizikai mennyiséget a
pillanatnyi konfiguracidohoz viszonyitunk.

0X;, 0X
1 —T p— 1 k k
e=-(I—-F"FY) wvagy e; _§<5ij_?xi 0ij>

‘ " inverz mozgasfuggvénybdl(!) ‘




@att Alakvaltozas

EGYETEM 1782

Az alakvaltozas a test terhelés alatti és terheletlen vonalelem hossza a pillanatnyi

allapotaban mérhetd méreteinek kiilonbsége. J / konfiguracioban, vonatkoztatasi KR
S
Nyulas -
y A dSO <« vonalelem hossza a kezdeti
konfiguracidban, azonositd KR
L er , , .. ds—dS, Al
Mérnoki alakvaltozas gmérnoki — 0
ds, l
e ds? — dS¢
Langrange alakvdltozas ~ glagrange — 0 .
ZdS(Z) kezdeti
konfiguracid
2 SZ
Euler alakvaltozas cEuler — ds” — d

2ds? IERELY
konfiguracid




FOiranyu alakvaltozas

Egy anyagi pont kdrnyezetében kijeldlt gomb, az alakvaltozas soran ellipszoidda
transzformalodik.

A féiranyok koordinatarendszerében: {ds,,ds,,ds;}

. = [n i Mindig a kiindulé gémb
Pi dsS sugaraval (dS) osztunk.

@1+ @, +p3=0

@; = 3In(1 + 2E)) = —3In(1 — 2¢;)

e3, E3 4 '/

Ahol E; a Lagrange tenzor
és ¢; az Euler tenzor foértéke.

7 dS —a gomb sugara
Pegyenérteki = Peq = |3 (@1* + ou® + Qu®) ds; — az ellipszoid féltegelyei
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Sebességmezd




@att Sebesséegmez0d

T/

f

aramlasi
Az alakvaltozas leirasa a sebességmezl segitségével

A test alakvaltozasi allapota leirhaté akkor is
ha a mozgasfiiggvény nem ismert, de a test
sebességallapotat ismerjuk.

v; = v;(x;,t) vagy v =v(x,t)

Egy térbeli pontban (nem anyagi pont) mutatja
a sebességet a t id6ben.

Sebesség gradiens Egy térbeli pont kdzvetlen kdrnyezetében a sebességmezd
valtozasat mutatja.

Ha a sebesség két
kozeli anyagi pont
kozott nem valtozik
egy koordindta
irdnyban, akkor ott

nincs alakvaltozas.




Z;JCIH Alakvaltozasi sebessegtenzor és

orvénytenzor

Hasonldan az alakvaltozasi gradienshez (F) a

sebességgradiens (L) is két részrebonthatdé L =D+ W FF: i lljz
1 _
Az alakvaltozasi sebességtenzor D = — (L + LT) U=VF'-F
2 v=+F- FT
Az 6rvénytenzor, ami a merevtest szerd 1
forgas sebességét adjameg W = 2 (L-L")
Osszenyomhatatlansdg divv =0
Descartes-féle derékszogi _ AV, avy ov,
koordinata-rendszerben ~ AV V = Ox + 3y + 97
Hengerkoordinata- _ v, v, 1dvg O0Jv,
rendszerben AWV = 5 Tt 30 T3,



Alakvaltozas




@att Egyenértékd alakvaltozas

Egyenérték( alakvaltozasi sebesség

Peq = \/TE\/(Dll — D33)% + (D13 — D33)% + (Dyy — D33)? + 6(Dy5” + Dy3% + Dy3?)

Az egyenérték(i alakvaltozas mértéke mozgésf(ﬂggV)ény kp”'f?”atf‘y_‘,
. ’ ’ / ’, s . , X =y X { ontiguracio
kiszamithato az alakyaltoza5| sebessegnek cerdeti (A (&)
az alakitasi trajektoria menten szamolt konfiguracié \ e
. "y Ko (8) trajektoria ..
integraljaval. o(&. g
\ "“.._‘ x
t [0\ uX)=Ux) P
— ( . P'l |
Geg = [ Deq(®) - o | &,
2




Végeselem-modszer




@an VEM/FEM

GYETEM 1782

A végeselemes modszer (VEM, FEM) és a végeselem-elemzés (VEE, FEA)
egy altalanos numerikus madszer, amely kulonféle fizikai feladatok
megoldasahoz hasznalhato.

A VEM alkalmazasa a legelterjedtebb geometriailag 6sszetett formaju
szilard testek szilardsagi és alakvaltozasi elemzésében, mert itt a klasszikus
modszerek (pl. gerendaelmélet) alkalmazasa tul bonyolult vagy akar
lehetetlen. A FEM egy komplex differencialegyenlet-rendszer numerikus
megoldasan alapul.

A szamitdsi terilet (alkatrész) véges szamu részteriletre van felosztva,
melyet sikbeli problémaknal pl. haromszogek vagy négyszogek, térbeli
problémaknal hasabok vagy tetraéderek alkotnak. Ezek a ,véges
elemek”. Ezek az elemek ugyan kicsik, de tényleges méretik
matematikailag relevans, ezért méretiik befolyassal van az eredményre.
A végtelenil kis elemek mérete elhanyagolhaté lenne, és tobbé nem
kellene figyelembe venni az egyenletekben.

Az elemek egyszerl geometridjanak koszonhetben fizikai viselkedésik
jol ismert fuggvényekkel kbnnyen szamithato.

Az egész test fizikai viselkedését az hatarozza meg, hogy ezek az elemek
hogyan reagalnak a terhelésekre és peremfeltételekre, és hogyan o
terjednek a terhek és reakciok az egyik elemrdl a masikra.



@att Diszkretizalas

MUEGYETEM 1782

A haldzast ugy célszerd kialakitani a vizsgalt darabon,
hogy azokon a részeken, ahol a megoldas
szempontjabadl kritikus lehet az eredmény, ott sdr(bb,
kisebb a haldméretet valasztunk, ahol pedig a
valtozasok varhatdan kisebb mértéklek lesznek, ott
nagyobb méretl elemeket hasznalunk.

A modellben az elemek csak sarokpontjaikon >
(csomodpontjaikon) csatlakoznak egymashoz. Ezek a o
csomopontok alkotjak a numerikus modszer diszkrét @
részhalmazat. A csomoépontokon az elemekre haté *g
er@k és a csomopontok elmozdulasa kéz6tt a Hooke- s B
torvényt kovetd anyag esetén linearis 0sszefliggés van. s

A felosztas finomsaga, azaz a haldzat s(r(isége, SRR, 4’<

K
S

F AAVAVAVAVAYAVAYAVAY,

jelentésen befolyasolja a kozelité szamitas Rpe—
eredmeényeinek pontossagat. Mivel a
finomabb/slrlibb halézatok haszndlatakor megné a
szamitasi igény, fontos a halézatoptimalizalo
megoldasok fejlesztése.

4
3
=

A




@att Diszkretizalas

Okori alkalmazas

Véges elemek alkalmazasaval bonyolult és az adott korilmények kdzott nem
megoldhato feladatokat egyszerUsitink le.

Az egyszerl(sités alapja, hogy pl. a test
geometridjat véges szamu kisebb, egyszeribb
alaku elemre bontjuk és azokon végziink
szamitasokat. Igy a kevesebb, de bonyolultabb
szamitas helyett tobb, de egyszerlbb szamitast
kell elvégezni.

sina

A kor kerlilete: 2nsina=2rm
w_/

kozelitd érték pontos érték [ T Lo e L s e
“ 18° 90 6° 30 1,5° 0,5°

m 3,09017 3,12869 3,13585 3,14016 3,14123 3,14155




@att Saint-Venant-elv

(Optikai fesziiltsegmeéres)

Saint-Venant a
lokalis hatasok elve

yValamely test vagy
szerkezet egy bizonyos
szakaszara a mikodéd
teher eloszlasanak modja
lényeges mértékben
: befolyasolja a teher

Il kdézvetlen kérnyezeteben
létrejovo feszliltségek és
alakvaltozasok
eloszldsat, azonban
elenyészé hatast
gyakorol a tavolabbi
részek feszliltségi és
alakvadltozasi dllapotadra.”
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Koszonom a figyelmet!

Katula Levente
katula.levente@gpk.bme.hu
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https://www.continuummechanics.org

Kozak Imre, Szeidl Gyorgy, Tenzorszamitas indexes jel6lésmddban

Han-Chin Wu: Continuum Mechanics and Plasticity

Continuum Mechanics Examples by Dr. Attila Kossa




~ att Alakvaltozas (elmozdulasbol)

Deformdcié gradiens 0x; 0x; 0X 0% _ 0% Xy, X3, X5, 1) Y5068
aX]_ aXZ an aXl aXl
0x; dx, 0x, Ox
F = Fl_] — L F = 2 2 2
an 0X; 0X, 0Xj
axg a.X'3 0x3
F = R - U Llagrange-perspektiva X, 0X, 0X,
F =v - R Euler-perspektiva
R=F-U'!=yp'.F U=+FT-F v=+F-FT
forgato tenzor anyagi nyujtastenzor térbeli nyujtastenzor
Langrange alakvaltozasi tenzor =3FTF -1 E;; =1 02y, 0% )
o 2 vy Fu =2\ Gx; ox; U
0X; 0X
. _ 1y p-Tp-1 _1f o0&k 04
Euler alakvaltozasi tenzor e=sI—-F"F") wvagy e;=5 (511 ox, axj>
Egyenérték alakvaltozas _ |2 inverz

— |— 2 4 2 4 2 ;o ; P
a f6alakvaltozasok terében Peq 3 (91 Pu Prir”) mozgasfliggvénybdl



Z;latt Alakvéltozas (sebességbdl)

MUEGYETEM 1782

_avl 61]1 (91]1' E 4 ;
, : gy térbeli pont
Sebesseg gradiens dx; 0x, 0Xx3 kdzvetlen kérnyezetében
av;(x,t) L) |ov, 0v, Ovy| 2 sebességmezs
o= va = —= 3ltozasat mutatja.
ij 6xj gy Ox axl axz 6x3 valtozasat mutatja
av3 5173 5173
_axl axZ QX3_
1 T 1 T
L=D+W D:Z(L-I_L) WZE(L—L)
alakvaltozasi orvénytenzor, ami a merevtest szerd
sebességtenzor forgas sebességét adja meg
. , . . v, O0vy, Jv,
o0sszenyomhatatlansag divv = 0 divv = + +

dx; 0x, 0x3

Egyenértékd alakvaltozasi sebesség

Peq = g\[(Dn — Dy3)? + (D11 — D33)? + (Dyy — D33)% + 6(D1,° + D13° + Dy3?)
L

Egyenértéki alakvaltozds @eq = f(,beq (t) - dt



